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Résumé :  
Eléments structurels fondamentaux, les arcs en maçonnerie sont loin d'être parfaitement maîtrisés. Le 
recours aux  techniques d'optimisation permet d'appréhender leur comportement de manière globale. Cet 
article présente des travaux menés depuis plusieurs années sur le sujet. Le contexte dans lequel intervient 
la recherche et les principaux enjeux sont introduits. Ensuite, l'article rappelle brièvement la théorie de 
l'analyse limite : le principe, les hypothèses permettant une application aux structures en maçonnerie, la 
formulation spécifique des théorèmes statiques et cinématiques et la possibilité de résolution sous la 
forme d'un problème d'optimisation sous contraintes. Une première méthode de résolution basée sur la 
programmation linéaire est esquissée avant de discuter l'intérêt d'un recours aux stratégies 
évolutionnaires. Une implémentation (Matlab) utilisant un noyau de calcul "simple" est décrite et une 
comparaison avec des résultats obtenus par la MEF et des valeurs expérimentales est proposée pour un 
cas académique.   
Abstract :  
Altough they are fundamental structural members, the masonry arches are far to be completely mastered. 
The recourse to contemporary optimization techniques allows to approach their behaviour in a global 
way. This paper presents some studies carried out about that topic for several years. The paper 
introduces the research framework and the main issues. Then, it summarizes the limit analysis theory :  
the principle, the assumptions required to deal with masonry material, the specific formulation of both 
static and kinematic theorems and the capacity to formulate an optimization problem. A first solving 
method based on linear programming is drawn before discussing the interest to have recourse to 
evolutionnary strategies. An implementation (Matlab) based on a "simple" calculation module is 
described and a comparison with results obtained with FEM and experimental values is proposed for an 
academical case of study.   
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1 Introduction  
La stabilité de nombre des pièces maîtresses de notre patrimoine est assurée par l'arc en 
maçonnerie qui, pendant plusieurs siècles, constitua l'unique option valable pour les bâtisseurs 
contraints à soutenir des charges importantes sur de longues portées. La restauration ou la 
préservation de ces ouvrages impose aux experts en stabilité d'aujourd'hui des missions de 
validation structurelle destinées à estimer les capacités portantes d'édifices bien souvent 
partiellement endommagées. Etudiés depuis longtemps (Coulomb, La Hire, ...) les arcs 
demeurent difficiles à appréhender : de manière empirique, les principes sont connus de longue 
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date mais les moyens de calcul furent longtemps limités (graphostatique, ...) L'essor récent des 
techniques informatiques a amené au premier plan le recours à la simulation numérique par la 
méthode aux éléments finis. Les approches numériques et expérimentales constituent deux 
options simples pour l'étude d'un problème donné. Susceptible d'apporter un regard plus 
généraliste, l'approche analytique a bénéficié d'un regain d'intérêt à la fin du 20ième siècle : à 
partir de la théorie de l'analyse limite, il est possible de poser le problème sous la forme d'une 
optimisation sous contraintes. Une formulation particulière du problème permet de définir des 
variables de conception continues et d'envisager une résolution par la programmation linéaire 
(Melbourne et al. 2001) Cette approche est bien adaptée à la résolution de problèmes 
académiques où la géométrie essentiellement régulière est obtenue à partir d'un nombre limité 
de paramètres, mais il apparaît que la prise en compte des morphologies et du comportement des 
matériaux devraient pouvoir être envisagée dans un cadre plus général : les arcs sont des formes 
dont le comportement structurel est hautement dépendant de la morphologie (dans et hors du 
plan) et toute idéalisation de celle-ci est à même d'entâcher sérieusement les résultats de calculs; 
les arcs sont un sujet d'étude pointu pour plusieurs équipes de recherche qui s'attachent 
beaucoup au modèle de matériau. La considération d'un modèle unique peut apparaître 
réductrice et il semble judicieux d'offrir le choix entre plusieurs modèles (éventuellement 
développés par différentes équipes de recherche) plus ou moins complexes.   Nous verrons 
comment la prise en compte de morphologies arbitraires combinée à la possibilité de prise en 
compte de divers modèles de comportement nous conduit à passer d'un problème déterministe 
et continu à une problème stochastique et discret. Le recours aux stratégies évolutionnaires 
ayant démontré son intérêt (flexibilité, efficacité, robustesse et simplicité de mises en oeuvre) 
dans des cas classiques de la mécanique des structures (Datoussaïd et al. 2006), ce sont elles qui 
nous serviront de guide.   
2 Approche analytique  
2.1 Théorie de l'analyse limite  
L'analyse limite tend à déterminer la valeur du multiplicateur limite à appliquer à un 
chargement donné en vue de causer la ruine d'une structure sur base d'un comportement rigide-
parfaitement plastique. Trois hypothèses fixent le cadre dans lequel cette théorie peut être 
appliquée aux structures en maçonneries (Save 1983)  : 1 - la résistance à la compression Rc du 
matériau est supposée infinie, 2 - la résistance à la traction Rt du matériau est supposée nulle, 3 - 
le glissement entre claveaux est supposé impossible. Nonobstant le caractère relativement peu 
restrictif de ces trois hypothèses, divers travaux (Smars 2000) ont discuté la possibilité de s'en 
écarter mais la suite de cet exposé demeurera dans le cadre classique : la surface d'écoulement 
se présente sous la forme de deux droites dans le plan moment de flexion - effort normal (M-N) 
et la ruine de la structure intervient par formation d'un nombre suffisant de rotules plastiques 
(FIG. 1).   
FIG. 1 - Rotule plastique et surface d'écoulement  
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La valeur du multiplicateur limite (ML) est obtenue par l'utilisation combinée des deux 
théorèmes fondamentaux : le théorème cinématique (Etape 1 : postulat) qui fournit une borne supérieure 
du ML et spécifie que"un arc est instable si un mécanisme de ruine cinématiquement admissible pour 
lequel le travail développé par les charges externes est positif ou nul peut être trouvé" et le théorème 
statique  (Etape 2 : contrôle)  qui fournit une borne inférieure du ML et spécifie que "un arc est stable si 
une ligne des pressions en équilibre avec l'ensemble des charges externes y compris le poids propre et 
complètement localisée à l'intérieur de l'arc peut être trouvée".   
FIG. 2 - Algorithme de résolution : postulat (optimisation) puis contrôle   
2.2 Postulat par programmation linéaire (Melbourne et al., 2001)  
La programmation linéaire est dédicacée à la résolution de problèmes de forme standard   
  
où les variables de conception X présentent un caractère continu et les fonctions objectif et 
contraintes sont linéaires. En proposant une formulation spécifique pour le problème où les 
variables de conception sont supposées être les angles d'ouverture des joints à l'intrados et à 
l'extrados dans chaque section, le critère de non-pénétration des claveaux se traduit en imposant 
des valeurs de signe pour les variables de conception. La fonction objectif étant linéaire et les 
contraintes également, le polyhèdre est convexe et tout optimum local est un optimum global. 
Au moyen d'algorithmes conventionnels ( Simplex, point intérieur,...), il devient aisé de 
déterminer la valeur du ML.   
2.3  Postulat par stratégies évolutionnaires  
Les stratégies évolutionnaires sont des méthodes itératives où la solution optimale est 
obtenue au moyen de variations petites, discrètes et stochastiques affectant les variables de 
conception. Le principe est basé sur le modèle de la sélection naturelle : d'une génération à la 
suivante, chaque individu-parent subit des mutations afin de donner naissance à un ou plusieurs 
individus-descendants; les descendants les mieux adaptés survivront et pourront être 
sélectionnés pour prendre part à  l'élaboration de la génération suivante.  
La validation des structures étant systématiquement couplée à des relevés précis 
(topographie, photogrammétrie, laser scanning), l'information nécessaire est souvent disponible 
et une démarche généraliste vis-à-vis de la morphologie nous conduit à formuler le problème à 
partir de données générales. Ainsi, pour un arc composé de n claveaux, la morphologie sera 
définie univoquement au moyen d'un tableau tridimensionnel reprenant les coordonnées Xijk avec i 
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[1..2], j  [1..n], k  [1..4]
 
des 4 coins de chaque claveau et d'un vecteur reprenant les épaisseurs Tj avec j  
[1..n] de chaque claveau. Les sollicitations sont définies par le degré d'hyperstaticité R de la 
structure, un vecteur reprenant la densité du matériau j avec j  [1..n], un vecteur reprenant les 
charges permanentes Pj avec j  [1..n], et un dernier reprenant la configurations de charges Lj avec j  
[1..n] pour laquelle la valeur du ML doit être calculée. 
Le caractère arbitraire des morphologies à considérer requiert la prise en compte de 
variables de conception intuitives : un individu représente un mécanisme de ruine global du 
système et est caractérisé par un vecteur de variables de conception Hk avec k  [1..R+1] qui 
représentent les R+1 rotules plastiques nécessaires pour provoquer la ruine globale. Puisque ces 
rotules plastiques ne peuvent apparaître que dans les sections de joint, ces variables de 
conception ne peuvent pas prendre n'importe quelle valeur et présentent donc un caractère 
discret. En cours de résolution, pour chaque ensemble de variables de conception Hk, le "cadre 
de résolution" interroge un module externe pour connaître la valeur de la fonction objectif qui 
correspond à Hk et contrôle si ce dernier vérifie les contraintes. La fonction objectif peut 
utilement être formulée comme la valeur du multiplicateur limite. L'expression à minimiser 
découle du principe des travaux virtuels et se présente sous la forme :   
 
où    
dans le cas courant d'un chargement purement vertical et d'un matériau classique vérifiant les 
trois hypothèses fondamentales, 
j avec j  [1 .. n] est le déplacement vertical du centre de gravité du claveau V j avec j  [1 .. n]   
Aj avec j  [1..n] est la surface plane du claveau V j avec j  [1 .. n].   
Les contraintes à vérifier, pour le même cas courant, réfèrent au caractère licite du 
mécanisme de ruine : 1- Hk doit définir un mécanisme (ratio M), 2- Lk doit fournir un travail 
positif (ratio L), 3- l'ensemble des forces doit fournir un travail non négatif (ratio W).  
                
où      yCIR-II est l'ordonnée du centre instantanné de rotation de la partie comprise entre H2 et H3.    
S'il n'existe pas de règle stricte concernant la taille de la population, on considère 
généralement un nombre d'individus-parents Np de l'ordre de grandeur de R+1 et le nombre 
d'individus-descendants Nd à considérer croît avec la complexité du problème. L'élaboration de 
la population est délicate, chaque membre devant vérifier les contraintes. Deux  approches sont 
envisageables : d'une part l'élaboration aléatoire avec contrôle des contraintes (implémentation 
aisée mais lenteur potentielle et  risque  de convergence vers un optimum local) et d'autre part la 
construction d'une pré-population systématique avec processus d'optimisation (population licite 
en  un nombre réduit de pas et dispositif limitant le risque de convergence vers un optimum 
local). Au départ de la population initiale, la qualité des individus est progressivement améliorée 
sur base d'un algorithme de mutation - sélection : aléatoirement, l'une des R+1 variables de l'un 
des vecteurs Hk de la population parent est choisi, une plage acceptable de mutation est établie 
et le choix de trois variables intervient en son sein - un parent donne naissance à trois 
descendants. La possibilité de procéder - ou non - à une inversion de polarité des rotules 
plastiques est déterminée de manière aléatoire. Une fois le nombre d'individus-descendants Nd 
atteint, l'ensemble des Np individus-parents et Nd individus-descendants est ordonné sur base de 
la valeur de la fonction objectif - les vecteurs Hk ne vérifiant pas les contraintes étant  frappés 
d'uné pénalité - et les Np meilleurs différents individus sont sélectionnés afin de constituer la 
est le travail induit par le poids propre  
est le travail induit par les charges permanentes 
est le travail induit par les charges appliquées. 
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population parent pour l'étape suivante. En l'absence d'un nombre suffisant d'individus 
différents, certains membres interviennent plusieurs fois avec une probabilité proportionnelle à 
leur qualité. L'estimation de  convergence du processus peut s'envisager sur une base intra-
générationnelle et/ou inter-générationnelle : l'optimum est supposé atteint lorsque les valeurs de 
la fonction objectif sont proches au sein de la génération et ne varient plus au cours de plusieurs 
générations successives.   
3 Exemple numérique  
A titre d'illustration, le cas académique d'un arc de cercle constitué de 11 claveaux identiques de 
6,2 kg chacun (FIG. 3) et supposé sollicité par une charge ponctuelle mobile de 10 N a été traité 
de quatre manières complémentaires.              
FIG. 3 - Morphologie de l'arc (gauche)  et  valeurs de  selon le point d'application (droite)  
1- L'approche analytique avec recours à la programmation linéaire a été traitée au sein du 
logiciel Ring (Melbourne et al. 2001), outil dédicacé au calcul des ponts en arc. 
2- L'approche analytique avec recours aux stratégies évolutionnaires a été traité au 
moyen d'un outil de calcul développé par les auteurs au sein de l'environnement Matlab. Piloté 
par lignes de commandes ou via interface graphique, cet outil est compatible avec les fichiers 
graphiques produits par la plupart des plateformes commerciales. Dans la droite ligne de ce qui 
a été exposé plus haut, un module de calcul est implémenté sur base d'un matériau vérifiant les 
trois hypothèses fondamentales.   
3- L'approche numérique recourt à la méthode aux éléments finis (MEF). Les simulations 
ont été réalisées au sein du logiciel ABAQUS. La philosophie de modélisation est décrite par 
ailleurs (Van Parys et al. 2006). Les claveaux, dont la morphologie est importée depuis un 
logiciel de DAO, sont représentés dans un espace 2D ou 3D selon la nature des problèmes à 
étudier. Le matériau constitutif est supposé isotrope élastique et linéaire. Les interfaces entre 
claveaux sont représentés au moyen de conditions de contact surface-surface (comportement 
normal :  séparation autorisée - Lagrangien augmenté, comportement tangentiel :  frottement via 
multiplicateur de Lagrange). Le ML est déterminé en engageant une analyse non-linéaire 
poursuivie jusqu'au stade de rupture de l'équilibre.   
4- L'approche expérimentale a longtemps constitué le seul moyen d'envisager le 
problème dans sa globalité. L'importance de recourir à des modèles idéalisés de taille suffisante, 
comprise de longue date, a guidé la mise au point du dispositif expérimental qui est décrit par 
ailleurs (Lamblin et al., 2006). Réalisé en acier S360, celui-ci permet l'étude d'arcs présentant 
des portées d'environ 3 m. Les claveaux sont réalisés en MDF et leur faces de contact sont 
revêtues d'un enduit à haut coefficient de frottement. Les charges sont appliquées au moyen d'un 
vérin hydraulique. Les efforts et déformations sont surveillés au moyen d'un système 
d'acquisition de forces et de déplacements. 
µ 
 
 [-] 
µ [°]
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L'analyse des résultats montre que, dans des conditions identiques (matériau vérifiant les 
trois hypothèses), les valeurs de charge limite calculées sont parfaitement comparables (FIG. 3) 
et ce quel que soit le point d'application de la charge. Une différence sensible entre valeurs 
calculées et valeurs mesurées peut être observée lorsque la charge est appliquée à proximité de 
la clé. Cette différence s'explique par la rigidité limitée du matériau constitutif des claveaux. Les 
mécanismes de ruine ont été correctement prédits. Dans l'ensemble, les comparaisons entre les 
différentes techniques de calcul sont donc concluantes. L'influence des hypothèses (rigidité, 
frottement) a été discutée par ailleurs (Van Parys et al., 2006).  
FIG. 4 - Mécanismes de ruines pour µ = 60°  
5 Conclusions et perspectives   
Cet article présente une méthode de détermination analytique de la charge limite d'un arc 
en maçonnerie en formulant un problème d'optimisation sous contraintes et en le résolvant au 
moyen des stratégies évolutionnaires. Ces travaux présentent  le caractère général requis pour 
une utilisation en missions de validation des structures patrimoniales et s'inscrivent dans un 
cadre de recherche plus large. Les investigations en cours se concentrent sur le développement 
de modules de calcul de ML indépendants et implémentant des surfaces d'écoulement réalistes 
obtenues expérimentalement à partir de sections réalistes.    
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